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1. Introduction 

1.1. Espaces de Berkovich. — Vers la fin des années 1980, V.G. Berkovich 
a introduit des espaces analytiques non archimédiens |Berll IBer2j . dont 
la topologie est plus agréable que les espaces analytiques rigides introduits 
précédemment par J. Tate |Taj . Contrairement aux espaces analytiques 
rigides, les espaces de Berkovich sont connexes par arcs, localement compacts 
et localement contractibles. Ils ont déjà trouvé des applications en géométrie 
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algébrique, physique mathématique et en systèmes dynamiques. On pourra 
consulter jDj pour plus de précisions et de références. 

L'objectif de ces notes est de donner une description élémentaire de l'un des 
espaces de Berkovich le plus simple : celui associé à la droite projective, où le 
corps ultramétrique de base sera supposé complet et algébriquement clos. Cet 
espace, qu'on appelera par la suite droite projective de Berkovich, possède une 
structure d'arbre, où chaque sommet possède un nombre infini de branches et 
où l'ensemble de sommets est dense. 

En dehors de son intérêt intrinsèque, la droite projective de Berkovich est 
intéressant car ses parties ouvertes sont des domaines naturels des fonctions 
« analytiques ». Les bonnes propriétés topologiques de cet espace font que la 
théorie des fonctions analytiques qui en résulte est très naturelle et proche de 
la théorie complexe, voir |BR"Ï1 IBenlL IBen2L O IH-L4L IH-L51 . La 

droite projective de Berkovich permet aussi d'avoir une théorie du potentiel 
tout à fait analogue à la théorie complexe usuelle. Mentionnons ici B RlllFJ] . 
et notamment |Thj pour un développement achevé dans le cadre plus général 
des courbes lisses. 

Les espaces de Berkovich sont aussi des espaces naturels pour étudier des 
systèmes dynamiques d'origine algébrique. Leur topologie localement com- 
pacte garantit des bonnes propriétés de la théorie de la mesure, pour étudier 
des propriétés ergodiques 1BR2L ICLL IFRll IFR2j . Dans le cas particulier de la 
droite projective, on a une théorie des ensembles Julia et Fatou plus naturelle 
et plus proche de la théorie classique complexe |R,-L6j . que son analogue sur 
la droite projective usuelle |Bezl IHsl IR-Llj . 

1.2. Sur ces notes. — On décrit ici la droite projective de deux façons, 
distinctes de la définition originale de Berkovich. La définition de Berkovich 
est basée sur des semi-normes multiplicatives d'algèbres de Banach ul- 
tramétriques, alors que les déscriptions qu'on fait ici sont de nature plus 
géométriques. 

Premièrement on décrit la droite projective comme la complétion de la 
droite projective usuelle par rapport à une certaine structure uniforme. Cette 
structure uniforme est différente de la structure uniforme induite par la dis- 
tance chordale, mais elle induit la même topologie sur la droite projective 
usuelle. Il est très facile de voir que l'espace qui en resuite est compact. Cette 
structure uniforme est très utile, car elle est définie même dans le cas où la 
droite projective de Berkovich n'est pas métrisable. On décrit cette construc- 
tion dans un contexte plus général en §03 En §0]on applique cette construction 
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au cas de la droite projective et on relie l'espace qui en resuite avec la droite 
projective de Berkovich. En §|S]on étudie quelques propriétés géométriques de 
cet espace. 

Deuxièment on obtient la droite projective de Berkovich, muni de la 
« topologie fine » , par un procédé général et bien connu, qui à chaque 
espace ultramétrique associe un arbre. La droite projective de Berkovich c'est 
l'arbre que l'on obtient par ce procédé, lorsque l'espace ultramétrique est 
égal à la droite projective usuelle muni de la distance chordale. La partie 
« non singulière » de l'espace de Berkovich s'identifie ainsi avec « l'espace des 
boules ». En §|f)]on rappelle ce procédé général et en §[7|on l'applique au cas 
particulier d'un corps ultramétrique. 

Finalement en §|Hlon fait le lien entre les deux constructions. 

1.3. Remarques et références. — On pourra consulter |Ber3"llD"ÏIFvdPt 

IL-Sj pour une introduction aux espaces de Berkovich en général, et |BRlj pour 
le cas particulier de la droite projective étudiée ici. Une théorie proche de celle 
de Berkovich a été développée par R. Huber dans |Hubj . Plusieurs éléments de 
la théorie de Berkovich ont été étudiés avant les travaux de Berkvoich. Notam- 
ment, M. van der Put a introduit dans |vdPj des « points géométriques » d'un 
espace analytique rigide, appelés « filtres premiers ». Il a été montré après |PSj 
que ces points sont étroitement reliés à l'espace de Berkovich correspondant, 
voir aussi jFvdPj . Les espaces de Berkovich sont modelés par les espaces de 
semi-normes multiplicatives d'algèbres de Banach ultramétriques. Ces derniers 
espaces ont été étudiés notamment par B. Guennebaud, G. Garandel et A. Es- 
cassut. Voir par exemple |EsHIGa|,IGuj . et les livres plus récents |Es2LIEs5| . 

L'approche aux espaces de Berkovich par les structures uniformes est ap- 
paremment nouvelle. Cependant ces éléments sont déjà dans la littérature 
dépuis longtemps : les filtres de Cauchy minimaux (les points de la droite pro- 
jective de Berkovich par cet approche, voir Proposition 14.2(1 sont exactement 
les « filtres circulaires » introduits par Garandel dans |Gaj pour caractériser 
certaines semi-normes multiplicatives, voir aussi |Es2l IEs3j . Ils sont aussi 
proches des « filtres premiers », mentionnés plus haut. 

Différents aspects topologiques et géométriques de (parties de) la droite 
projective de Berkovich sont étudiés dans IBHMl IMTl lM2l IR-L2L IR-L5] . 
voir aussi le livre |Es3j . 

Comme il a été remarqué par Berkovich dans |Berl| § 5], dans certaines 
cas ces espaces sont étroitement reliés aux immeubles de Bruhat-Tits, voir 
aussi |Wj . En particulier la droite projective de Berkovich est très reliée à 
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l'immeuble de Bruhat-Tits associé au groupe SL2 du corps de base, voir par 
exemple |R-L21 §§ 7.2, 7.3]. Notons finalement l'« arbre de valuation » étudié 
dans |F.Tj est assez relié à la droite projective de Berkovich. 

1.4. Remerciements. — Je remercie M. Baker et R. Rumely pour leur 
intérêt et leur commentaires lors d'un minicours que j'ai donné à l'Université 
de Georgia en Avril 2005, lesquels ont été très outils pour améliorer l'exposition 
de ce travail. Je remercie aussi M. Baker, R. Benedetto et C. Favre qui ont fait 
des nombreuses corrections concernant une version préliminaire de ces notes. 
Merci aussi à J. Kiwi pour son intérêt et pour ces nombreux apports lors des 
discussions qu'on a eu à ce sujet. 

Ces notes ont été écrites au cours des séjours de l'auteur à PInstituto de 
Matemâtica Pura e Aplicada (Rio de Janeiro, Brazil), Institute of Math- 
ematics of the Polish Academy of Sciences (Warsaw, Poland), Institut 
de Mathématiques de Jussieu (Paris, France), Centro de Modelamiento 
Matemâtico et P. Universidad Catolica (Santiago, Chile). Je tiens à remercier 
toutes ces institutions pour leur accueil chaleureux. 
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2. Préliminaires 

Soit K un corps muni d'une norme ultramétrique | • | pour laquelle K est 
complet. Alors l'ensemble 

\K*\ := {\z\ \ zeK} , 

est un sous-groupe multiplicatif de R qu'on appelle groupe des valeurs de K. 
On désigne par Ok '■= {z G K \ \z\ < 1} l'anneau des entiers de K et par 
rtift; := {z G K \ \z\ < 1} l'idéal maximal de Ok- On notera K := Ok/v^k le 
corps résiduel de K. 

2.1. La droite projective. — On note par F K la droite projective de K, 
qui est l'ensemble des droites dans K x K passant par (0,0). Pour (x,y) G 
K x K\{(0, 0)}, on désigne par [x : y] G F K le point correspondant à la droite 
{(Xx,Xy) | A G K}. On désigne par oo le point [1 : 0] G F K , et on identifie K 
à ¥ K \ {oo} par l'application x t— ► [x : 1]. 

On étend la projection de Ok vers K en une projection de P K vers P 1 -, de 
telle façon que l'ensemble P K \ Ok se projette dans oo G P-.. Les fibres de 
cette projection seront appelés classes résiduelles. 

La fonction A : P K x F K -> [0, 1] définie par 

A ([a; : y], [x' : y']) = |^ yX L ,, , /n , 

max{|x|, \y\\ ■ max{|x'|, \y'\\ 

définit une distance sur qu'on appelle distance chordale. Notons que pour 
z, z' G K C on a 



A(z,z') 



\z — z'\ 



max{l, \z\} ■ max{l, \z'\} 



2.2. Boules. — Lorsque B est un sous-ensemble de K on pose diam(£>) = 
sup z , z > eB {\z - z'\}. 

Etant donnés r G \K*\ et a G K, on appelle les ensembles 

{z G K | \z — a\ < r} et {z G K \ \z — a\ < r} 

6ou/e ouverte de K et 6ou/e fermée de K, respectivement. Lorsque r g" \K*\, 
ces deux ensembles coïncident et constituent ce qu'on appelle une boule irra- 
tionnelle de K. Notons que par définition une boule B de K est irrationnelle 
si et seulement si diam(S) \K* \ ; en particulier, si B est ouverte ou fermée, 
alors diam(5) G \K*\. Si deux boules de K s'intersectent, alors l'une est con- 
tenue dans l'autre. 
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Une boule ouverte (resp. fermée, irrationnelle) de est soit une boule de 
K de même nature, soit le complémentaire d'une boule fermée (resp. ouverte, 
resp. irrationnelle) de K. Dans ce qui suit le mot boule désignera une boule 
de P^. 

2.3. Affinoïdes. — Un affinoïde fermé (resp. ouvert) est une intersection 
finie de boules fermées (resp. ouvertes). L'ensemble P^ est un affinoïde fermé 
(resp. ouvert), car il l'est une intersection vide de boules fermées (resp. ou- 
vertes). Une intersection finie non vide d'affinoïdes fermés (resp. ouverts) est 
un affinoïde fermé (resp. ouvert). La réunion de deux affinoïdes fermés (resp. 
ouverts) dont l'intersection est non vide est un affinoïde fermé (resp. ouvert). 

Remarque 2.1. — La terminologie qu'on utilise ici est distincte à celle de la 
géométrie rigide. En géométrie rigide un « affinoïde » est ce qu'on appelle ici 
une reunion finie d'affinoïdes fermés, et un « affinoïde connexe » correspond à 
un affinoïde fermé. 

Proposition 2.2. — Soit n un entier positif et pour chaque j = 1, . . . , n soit 
Xj un affinoïde ouvert. Pour chaque x G X = X\ U • • • U X n l 'union Y de tous 
les affinoïdes ouverts contenant x et contenus dans X est un affinoïde ouvert. 
On appelle Y la composante de X contenant x. Les composantes de X sont 
disjointes deux à deux et il n'y a qu'un nombre fini d'eux. 

Démonstration. — Soit J C {!,..., n} l'ensemble des j tel qu'il existe un 
affinoïde ouvert contenu dans X, contenant x et qui rencontre Xj. Posons 

Y = [Jjt-jXj et soit Z un affinoïde ouvert contenant x et contenu dans X. 
Chaque point de Z C X est contenu dans l'un des Xj où j G J par définition 
de J, d'où Z CY. 

D'autre part, pour chaque j G J il existe un affinoïde ouvert Zj contenu 
dans X, qui contient x et qui rencontre Xj. Par conséquent Zj U Xj est un 
affinoïde ouvert ayant les mêmes propriétés, d'où Y C [Jj e j(Zj U Xj) C Y. 
Par conséquent l' affinoïde ouvert Y est égal à l'union de tous les affinoïdes 
ouverts contenus dans X et contenant x. 

Si la composante Y' de X contenant un point x' E X rencontre x, alors 

Y U Y' est un affinoïde ouvert contenu dans X et contenant x et x', d'où 

Y = Y'. Finalement, comme chaque composante de X est de la forme Ujej Xj, 
on conclut que X ne possède qu'un nombre fini de composantes. □ 

Le corollaire suivant est immédiat. 
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Corollaire 2.3. — Soit X une union finie d'affinoïdes ouverts et soit Y un 
affinoïde ouvert contenu dans X. Alors Y est contenu dans l'une des com- 
posantes de X. 
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3. Compactification des recouvrements finis 

Après quelques rappels sur les filtres (§ 13, 1|) et sur les structures uni- 
formes (§ I3.2|) . on décrit un procédé qui à chaque base convenable d'un espace 
topologique associe une structure uniforme compatible avec la topologie orig- 
inale 13.31 ETljl . Après on décrit le séparée complète de cet espace uniforme 
(§ 13. 5 j) et on étudie quelques propriétés topologiques de cet espace (S 13. fijl . 

3.1. Rappel sur les filtres. — Un filtre sur un ensemble X est une collec- 
tion Ç de parties de X satisfaisant les propriétés suivantes. 

1. Toute partie de X contenant un élément de Ç appartient à 

2. Toute intersection finie d'éléments de Ç appartient à 

3. L'ensemble vide n'appartient pas à 

Notons que les propriétés 2 et 3 impliquent que toute intersection finie 
d'éléments de Ç est non vide. Une collection 23 de parties de X est une base 
de filtre, si 53 et si toute intersection finie d'éléments de 23 contient l'un 
des éléments de 23. Lorsque 03 est une base d'un filtre, la collection 

{Y £ X | il existe B G 23 tel que B C Y} 

est un filtre sur X qu'on appelle le filtre sur X engendré par 23. 

Etant donnés deux filtres Ç et $ sur un ensemble X, on dit que Ç est plus 
fin que si S 7 C Un ultrafiltre sur un ensemble X est un filtre tel qu'il 
n'existe aucun filtre strictement plus fin que lui. Il est facile de voir qu'un 
filtre 5 est un ultrafiltre si et seulement si pour chaque sous-ensemble Y de X 
on a Y £ 5 ou X \ Y £ Pour tout filtre Ç sur un ensemble X il existe un 
ultrafiltre moins fin que $ [Boul I, §6, Théorème 1]. Il est facile de voir que si 
5 est un ultrafiltre sur un ensemble X et si (îi)j=i ... n est un recouvrement fini 
de X, alors l'un au moins des Yi appartient à 3, voir jBoul I, § 6, corollaire 
de la Proposition 5]. 

Lorsque X est muni d'une topologie, on dit qu'un filtre $ sur X converge 
vers un point x de X, s'il contient tout voisinage de x. Dans ce cas on dit 
que x est le point limite de 

Proposition 3.1. — Un espace topologique séparé X est compact si et seule- 
ment si tout ultrafiltre sur X est convergent. 

Démonstration. — Supposons d'abord qu'il existe un ultrafiltre Ç sur X qui 
n'est pas convergent. Alors la collection {X \ Y \ Y € S - } est un recouvrement 
ouvert de X ne possédant aucun sous-recouvrement fini. 
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Supposons d'autre part que tout ultrafiltre sur X soit convergent et sup- 
posons par l'absurde qu'il existe un recouvrement ouvert © de X ne possédant 
aucun sous-recouvrement fini. Alors la collection {X \ O \ O G (5} forme une 
base d'un filtre Ç sur X. Si S"' est un ultrafiltre sur X moins fin que alors 
est convergent par hypothèse. Mais le point limite de appartient à tous les 
éléments de ce qui contredit le fait que (S est un recouvrement de X. □ 

3.2. Rappel sur les espaces uniformes. — On note par := {{x,x) G 
X x X | x G X} la diagonale dans X x X et pour deux parties F et V de 
X x X on pose 

y^ 1 := {{x,x') G X x X | (x',x) G F} , 

7o7' := {(x,x') G X x X | 

il existe y G X tel que (x, y) £ V et (y, x') G V'} . 

Une structure uniforme sur un ensemble X est la donnée d'une collection il 
de parties de X x X satisfaisant les propriétés 1 et 2 des filtres, et les propriétés 
suivantes. 

1. Tout élément de il contient la diagonale Ax- 

2. Pour chaque V G il on a V~ l G il. 

3. Pour tout F G il il existe W G il tel que W o W C V. 

Les éléments de il sont appelés entourages. Notons que par la propriété 1, 
la collection il est un filtre sur X x X. On dira qu'une base de filtre 53 sur 
X x X est une base de structure uniforme, si tout élément de 53 contient Ax, 
et si pour tout V G 53 il existe V G 53 tel que V C V~ l , et VF G 53 tel que 
W o W C F. Le filtre engendré par une base de structure uniforme 53 est une 
structure uniforme, qu'on appelle la structure uniforme engendrée par 53. 

Une structure uniforme sur un ensemble X induit une topologie sur X, 
caractérisée par le fait que les voisinages d'un point x G X sont les ensembles 
de la forme, 

(1) V(x) := {x' e X \ {x,x') eV} , 

où V parcourt les entourages de X, voir jBoul II, § 1, Proposition 1]. Les ou- 
verts de X sont les ensembles qui sont un voisinage de chacun de ses éléments. 
Lorsque la topologie induite est séparée, elle est régulière, voir [Boul II, § 1, 
Proposition 3]. 
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Une distance dist sur X induit une structure uniforme sur X, engendrée 
par la base de structure uniforme constituée des ensembles 

{(x, x') G X x X | dist(x, x') < r}, 

lorsque r parcourt les nombres réels positifs. La topologie sur X induite par 
cette structure uniforme coïncide avec celle induite par la distance dist. 

Pour les espaces uniformes il y a une notion de complétion qui généralise 
celle des espaces métriques. Elle est définie comme suit. Lorsque X est un 
espace uniforme et V est un entourage de X, on dira qu'une partie Y de X 
est V-petite, si Y x Y C V. De plus, on dira qu'un filtre est de Cauchy, si 
pour tout entourage V de X il contient un élément V-petit, et on dira que 
l'espce uniforme (X,il) est complet si tout filtre de Cauchy est convergent. 
Pour définir le séparé complété X d'un espce uniforme X, notons d'abord que 
pour tout filtre Cauchy il existe un unique filtre de Cauchy moins fin, et qui 
est minimal avec cette propriété |Boul II, § 3, Proposition 5]. Alors X est 
définit comme l'ensemble de tous les filtres de Cauchy minimaux, muni de la 
structure uniforme de toutes les parties de X x X contenant un ensemble de 
la forme 

(2) 7:={(5,5')GlxI 

5 et Ç contiennent un ensemble V-petit commun} , 

où V est un entourage de X. Cet espace est complet et séparé, et par 
conséquent régulier. Lorsque l'espace uniforme X est lui-même séparé, il 
s'identifie au sous-espace partout dense de X des filtres convergents ; chaque 
point de X s'identifie à l'unique filtre minimal moins fin que le filtre des 
voisinages de ce point. 

3.3. Structure uniforme des recouvrements finis. — Soit X un espace 
topologique et soit 23 une collection de parties ouvertes de X. On note par <£ 
la collection de tous les recouvrements finis de X par éléments de 23. Par la 
suite on supposera que 23 satisfait les propriétés suivantes. 

(Bj) Toute intersection finie non vide d'éléments de 23 appartient à 23. 

(Bjj) Pour tout recouvrement C de X dans <t il existe un recouvrement C 
dans £, satisfaisant la propriété suivante. Pour chaque point x de X la réunion 
de tous les éléments de C contenant x est contenue dans l'un des éléments 
de C. 
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Pour un recouvrement C dans £ on pose, 

(3) V(C) := |J Y x Y . 

Yec 

Proposition 3. 2. — La collection il définie par, 

il = {V C X x X | il existe C G £ tel que V(C) C V}, 
définit une structure uniforme sur X. 

Démonstration. — Montrons d'abord que il est invariante par l'intersection 
finie. Etant donnés des recouvrements C\,...,C n dans £, la propriété (Bi) 
implique que le recouvrement fini de X défini par 

C := {Y x n . . . n Y n + | Y 3 G Cj,j = 1, . . . ,n} , 

appartient à £. Il est facile de voir qu'on a V(C) C V(C\) n . . . n V(C n ) et par 
conséquent ce dernier ensemble appartient à il. 

D'autre part, notons que tout élément de il contient la diagonale et comme 
pour chaque C G £ l'ensemble V(C) est invariant par l'involution (x, x') i— > 
(x',x), pour tout V G il on a V^ 1 G il. Pour vérifier que il est une structure 
uniforme, il reste à montrer que pour tout V G il il existe W G il tel que 
W o W C V. Etant donné V G il, soit C G £ tel que V(C) C V et soit C" le 
recouvrement dans £ donné par la propriété (Bjj). Etant donnés x,y,z G P^- 
tels que (x, y), (y, z) G V(C), soient Y, Y' G C tels que x, y G Y et y, z G F'. 
Si y G C contient y et Y', alors on a (x, z) G Y x F C V(C). □ 

3.4. Topologie déduite. — Notons que pour C G £ et x G X, l'ensemble 
V(C)(x) définit au (JJ) pour l'entourage V := V(C), est égal à la réunion des 
éléments de C contenant x. 

Notons pour référence que lorsque 03 est dénombrable, £ est dénombrable 
et donc la topologie sur X définie par la structure uniforme il est métrisable 
Bou, IX, § 4, Théorème 1]. 

Proposition 3.3. — La topologie sur X déduite de la structure uniforme 
sur X définie par il, est moins fine que la topologie originale de X. Ces topolo- 
gies coïncident, si et seulement si © satisfait la propriété suivante. 

(Bjjj) Pour chaque x G X et chaque voisinage Y de x pour la 
topologie originale de X , il existe un recouvrement C dans £ tel que 
la réunion des éléments de C contenant x est contenue dans Y . 
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Démonstration. — Pour montrer la première assertion, notons que pour un 
recouvrement C dans £ et pour x G X, l'ensemble V{C)(x) = \J Y eC 
est une partie ouverte de X. 

Supposons maintenant 03 satisfait la propriété {Bm) et soient x G X et Y 
un voisinage de x pour la topologie originale. Il existe alors un recouvrement 
C dans £ tel que la réunion des éléments dans C contenant x soit contenue 
dans Y. C'est à dire qu'on a V(C)(x) C F et par conséquent Y est aussi un 
voisinage de x pour la topologie déduite de la structure uniforme. 

Supposons d'autre part que la topologie déduite de la structure uniforme 
coïncide avec la topologie originale. Etant donnés x G X et un voisinage Y 
de x, soit V un entourage de X tel qu'on ait V(x) = Y. Soit de plus C un 
recouvrement dans £ tel que V(C) C V. Alors la réunion V{C){x) des éléments 
de C contenant x est contenue dans V(x) = Y. □ 

3.5. Complétion. — Soit X un espace topologique muni de la structure 
uniforme définie à partir d'une collection de parties ouvertes satisfaisant les 
propriétés (£?/) et {Bu). 

On considère d'abord le lemme suivant. 

Lemme 3.4- — Pour qu'un filtre soit de Cauchy il faut et il suffit qu'il con- 
tienne au moins un élément de chaque recouvrement dans <£. 

Démonstration. — Pour voir que la condition est suffisante, notons simple- 
ment que si V est un entourage et si C est un recouvrement dans <£ tel que 
V(C) C V ', alors tout élément de C est V-petit. 

Pour montrer que la condition est nécessaire, soit Ç un filtre de Cauchy 
et soit C un recouvrement dans £. Soit C" G £ le recouvrement donné par la 
propriété {Bu). Comme Ç est un filtre de Cauchy, il existe un ensemble Yq G 5 
tel que Yq x Yq C V{C). Si l'on fixe tjq G ^0) alors la réunion Y de tous les 
éléments de C contenant uq, contient Yq. Mais Y est contenu dans un certain 
élément de C. Cet élément de C appartient donc à d 

On désigne par X le séparé complété de X. Etant donnée une partie Y de X 
on pose 

Y := {$ G X | Y G 5} ■ 

Le Lemme 13.41 implique que pour chaque recouvrement C G £, la collection 
C := {Y | Y G C} est un recouvrement de X. Notons d'autre part que 
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l'entourage V de X, défini en (J2J) lorsque V := V(C), est égal à 

V(C) := |J Y x Y . 

Yec 

Comme les ensembles V(C), lorsque C parcourt £, constituent une base de 
la structure uniforme de X, on conclut que les ensembles V(C), lorsque C 
parcourt £, constituent une base de la structure uniforme de X. 

3.6. Topologie du complété. — On reprend les notations du paragraphe 
précédent. Après avoir montré que X est compact (Proposition ^. 5j) . on décrira 
un base de topologie de cet espace ( Proposition I3.6JI . 

Proposition 3.5. — L'espace uniforme X est compact. 

Démonstration. — D'après la Proposition 13.11 il suffit de montrer que tout 
ultrafiltre sur X est convergent. Comme X est complet, il suffit de montrer que 
tout ultrafiltre sur X est de Cauchy. Soit alors Ç un ultrafiltre sur X et soit V 
un entourage de X. Soit C un recouvrement dans (£ tel que UreC y x y C F. 
Comme C = {Y \ Y E C} est un recouvrement fini de X, l'ultranltre 5 
contient l'un des éléments de C, voir N3.ll Comme tous les éléments de C sont 
^-petits, on conclut que $ est de Cauchy. □ 

Soit Y une partie quelconque de X. Alors il est facile de voir que la fermeture 
topologique y de y dans X est égale à 

y = {5 € X | tout élément de Ç rencontre Y} . 

Notons qu'on a y C y C y, et par conséquent la fermeture topologique de Y 
est égale à Y. D'autre part, si Y et Y' sont des parties de X, alors il est facile 
de voir qu'on a 

(4) yTyY' = YnY> et YUY' C YÛY' . 

En particulier, lorsque les ensembles Y et Y' sont disjoints, les ensembles Y 
et Y' sont aussi disjoints. 

Proposition 3.6. — 

1. Lorsque Y et Y' sont des parties complémentaires de X, les ensembles 
Y et Y' sont des parties complémentaires de X. En particulier l'ensemble Y 
est une partie ouverte de X. 

2. La collection des parties ouvertes de X, 

% ■= {Y | y € 93} , 
est une base de la topologie de X . 
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Démonstration. — 

1. Si # G Y alors Y est un élément de 5 disjoint de 1"' et donc $ F'. D'autre 
part, Ç y implique qu'il existe Z £ $ disjoint de Y'. On a alors Z C Y, 
Y G Ç et $ G f. 

2. Soit J un point de X et soit W un voisinage de 5 dans X. Soit V un 
entourage de X tel que W = V($) et soit C un recouvrement dans £ tel que 
V(C) C V. Comme {Y \ Y G C} est un recouvrement de X, il existe Y £ C 
tel que # G Y. Alors Y est un élément de 03 contenant # et contenu dans 
V(C)(!g)cW. □ 
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4. Compactifîcation de la droite projective 

Pour toute cette section on fixe un corps K muni d'une norme ultramétrique 
[ • | pour laquelle K est complet. On suppose de plus que le corps résiduel de 
K est infini et que le groupe de valuation de K n'est pas discret. Ces dernières 
conditions sont satisfaites, par exemple, lorsque K est algébriquement clos et 
la norme | • | est non triviale. 

Dans cette section on appliquera la construction générale décrite en § 01 au 
cas où l'ensemble X est égal à P^ et 53 est égal à la collection des affinoïdes 
ouverts de ¥ l K fSS 14. 1| De plus, on décrira les points du séparé complété 
correspondant (§§ 14.31 14.5j) et on reliera cet espace à la droite projective de 
Berkovich (§EHJ). 

4.1. La collection des affinoïdes ouverts. — Dans ce paragraphe on 
montre que la collection des affinoïdes ouverts de P^- vérifie les propriétés 
(Bj), {Bu) et (B in ) décrites en SS EOllÏÏ^l 

Rappelons d'abord que chaque affinoïde ouvert est une partie ouverte de ¥ l K . 
Comme toute intersection finie non vide d'affinoïdes ouverts est un affinoïde 
ouvert, la collection des affinoïdes ouverts de P^ satisfait la propriété (Bj). 
D'autre part, la collection des affinoïdes ouverts satisfait aussi la propriété 
(Bai), car pour chaque point x dans P^ et chaque r G \K*\ D (0, 1), la collec- 
tion 

{{z G P^ | A(x, z) < r}, {z G P^ | A(x, z) > r/2}} , 

est un recouvrement fini de P^ par des affinoïdes ouverts, où le seul élément 
contenant x est la boule {z G P^ | A(x, z) < r}. 

Le reste de ce paragraphe est dédié à vérifier que la collection des affinoïdes 
ouverts vérifie la propriété (Bu). Pour cela, on appellera affinoïde rationnel 
toute intersection finie de boules ouvertes ou fermées de P^. Notons que le 
complémentaire d'un affinoïde rationnel s'écrit de façon canonique comme 
une réunion finie disjointe de boules ouverts ou fermées. Ces boules seront 
appelées composantes du complémentaire de l'affinoïde. Deux affinoïdes ra- 
tionnels partageant une composante de son complémentaire, s'intersectent. 

1. Soit C un recouvrement fini de P^ par des affinoïdes ouverts. On note 
par S la collection finie de toutes les boules B de P^, tel qu'il existe un 
affinoïde Y dans C tel que B ou P^ \ B soit l'une des composantes de P^- \ Y. 
Choisissons pour chaque boule ouverte D dans (3 un point xp G D. Etant 
donné r\ G \K*\ n (0, 1), on désigne par Ad(t]) la couronne {n < \z\ < 1} 
dans une coordonnée telle que xd = et D = {\z\ <1}. Quitte à prendre r\ 
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plus proche de 1, on suppose que Ad (77) est contenu dans chacune des boules 
dans & qu'elle rencontre. De plus, on suppose que si D et D' sont des boules 
ouvertes distinctes dans &, alors les couronnes Ad(t]) et Ad'(t?) sont disjointes. 
Pour ce choix de 77, on pose Ad := Ad (77). 

2. Etant donné un point x dans P^, soit Z(x) l'affînoïde rationnel intersection 
de tous les éléments dans 6 contenant x. La collection *p de ces amnoïdes 
rationnels est un recouvrement fini de P^. Elle est en effet une partition de 
P^, car si Z et Z' sont des éléments distincts de alors il existe B G 6 tel 
que Z C B et Z' C P^ \ B, d'où Z D = 0. Notons de plus qu'un élément 
de *p est contenu dans chaque élément de C qu'il rencontre. 

Le complémentaire dans ¥ l K d'un élément de *p est une réunion disjointe 
de boules dans &. Comme *p est une partition de P^, on conclut que pour 
chaque boule D dans 6 il existe un unique élément Z de dont D est l'une 
des composantes de P^ \ Z. 

3. Pour chaque Z dans *p on pose, 

Y z :=ZU{{jA D ) , 

D 

où D parcourt les boules ouvertes composantes de ¥ l K \ Z . Notons que Yz 
est un affinoïde ouvert. D'autre part, notons que tout affinoïde ouvert con- 
tenant Z rencontre chacune des couronnes Ad, pour D comme ci-dessus. Par 
conséquent, chaque affinoïde dans C qui rencontre Z contient Z et chacune 
des couronnes Ad- On conclut donc que chaque élément de C qui rencontre Z 
contient Yz- 

4. Notons que la collection C' := {Yz \ Z G *p} est un recouvrement fini de 
P^ par des affinoïdes ouverts. Soit x un point de P^ quelconque. On montrera 
que la réunion de tous les éléments de C contenant x est contenue dans l'un 
des éléments de C. 

Supposons d'abord que x n'appartient à aucune des couronnes Ad- Alors 
pour tout élément Z de ^ tel que Yz contient x, on a x G Z. Il existe donc un 
unique élément Z de avec cette propriété. Comme tout élément de C qui 
rencontre Z contient Yz, l'assertion est vérifiée dans ce cas. 

Supposons maintenant que x appartienne à l'une des couronnes Ad, pour 
une certaine boule ouverte D dans S. Soit Z l'unique élément de *p dont D 
est l'une des composantes de son complémentaire. Alors on a x G Ad C Yz- 
Comme par définition les couronnes Ad sont disjointes deux à deux, on conclut 
que pour tout élément Z' de *p distinct de Z et tel que Yz> contient x, on a 
x G Z' . Par conséquent il existe un unique élément Z' de *p avec cette propriété. 
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On conclut donc que Yz et Yz> sont les seuls éléments de C contenant x. Soit Y 
un élément de C qui rencontre Z. Alors Y contient Yz et donc il rencontre Z 1 ', 
car x G Yz H Z'. Par conséquent Y contient Yz' et on a Yz U Yz' C y. 

4.2. Compactifîcation des recouvrements finis par des affinoïdes ou- 
verts. — On munit P^ de la structure uniforme définie dans la Proposi- 
tion lorsque X est égal à P^ et 23 est la collection des affinoïdes ouverts. 
La topologie sur P^- déduite de la structure uniforme coïncide avec la topolo- 
gie induite par la distance A ( Proposition 13. 3|) . On dénote par le séparé 
complété de P^, voir S 13.51 Comme W l K est séparé, P^ est canoniquement iso- 
morphe au sous-espace dense de des filtres convergents fS 13. 5|h De plus, 
l'espace uniforme P^ est compact (Proposition 13. 5|) et il est donc une com- 
pactifîcation de P^- . Notons finalement que P^- est un espace uniforme régulier 

(§EES). 

Proposition 4-1- — L'espace uniforme P^ est métrisable si et seulement si 
le corps résiduel et le groupe des valeurs de K sont dénombrables. 

Démonstration. — Supposons d'abord que le corps résiduel et le groupe des 
valeurs de K soient dénombrables. Alors la collection des boules ouvertes de 
X et la collection des affinoïdes ouvertes de P^ sont dénombrables. Il s'en suit 
que P^ est métrisable, voir S 13.41 

Supposons d'autre part que le corps résiduel de K ou son groupe de valeurs 
ne soit pas dénombrable. Alors pour chaque r € \K*\ la collection B T des 
boules ouvertes de K de diamètre r n'est pas dénombrable. Par conséquent 
{B | B G B r } est une collection non dénombrable de parties ouvertes de P^ 
fProposition l3.(i|) . qui sont deux à deux disjointes. On conclut que la topologie 
de P^ n'admet aucune base dénombrable et que l'espace uniforme P^ n'est 
pas métrisable Bou ( IX, § 4, Théorème 1]. □ 

4.3. Points de P^. — Rappelons que les points de P^ sont les filtres de 
Cauchy minimaux, voir S 13.51 

Proposition 4-2. — Soit Ç un filtre de Cauchy minimal qui ne soit pas con- 
vergent, i.e. dans \ P^. Alors la collection D de toutes les boules de K 
contenues dans $ est non vide et complètement ordonnée par rapport à l'in- 
clusion. 

De plus, pour l'intersection B$ = flses B il y a trois cas. 
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1. Bg est une boule fermée de K . Alors la collection de tous les affinoïdes 
ouverts de la forme 

{z G K \ r < mm{\z — chj\ | j = 1, . . . , k} < r'} , 

où k est un entier positif , ai, . . . , a& € Bg, r G (0, diam(i%)) et r' > di&m(Bg), 
est une base du filtre 

2. Bg est une boule irrationnelle de K. Alors la collection de toutes les 
couronnes de la forme {z € K \ r < \z — a\ < r'}, pour a G Bg, r € 
(0, diam(Sç)) et r' > diam(B^), est une base du filtre 

3. Bg est vide. Alors toute suite décroissante d'éléments de T) dont l'inter- 
section est vide, est une base du filtre 

Inversement, toute collection comme dans la partie 1 (resp. 2), construite à 
partir d'une boule fermée (resp. irrationnelle) B := Bg de K, et toute suite 
décroissante de boules de K dont l'intersection est vide, est une base d'un filtre 
de Cauchy minimal qui n'est pas convergent. 

La démonstration de cette proposition est au paragraphe S 14.41 ci-dessous. 
D'après la proposition il y a 4 types de points de : 

(1) Les points de P^. 

(2) Les points rationnels, déterminés par une boule fermée de K. 

(3) Les points irrationnels, déterminés par une boule irrationnelle de K. 

(4) Les points singuliers, déterminés par une suite décroissante de boules 
de K, dont l'intersection est vide. 

Il est facile de voir que deux boules fermées ou irrationnelles distinctes 
de K déterminent des points distincts de P^. Les points rationnels (resp. 
irrationnels) de P^ sont alors en bijection avec les boules fermées (resp. irra- 
tionnelles) de K. 

4.4. Démonstration de la Proposition 14.21 — La démonstration de la 
Proposition 14.21 est ci-dessous; elle s'appuit sur les lemmes EPI et li~4l 

Lemme 4-3. — Pour qu'un filtre de Cauchy $ soit minimal, il suffit qu'il ad- 
mette une base formée d 'affinoïdes ouverts et que tout élément de $ contienne 
un affinoïde fermé appartenant à 

Démonstration. — Soit Ç un filtre de Cauchy satisfaisant la propriété décrite 
et soit le filtre de Cauchy minimal contenu dans Comme par hypothèse 
J admet une base formée d'affmoïdes ouverts, il suffit de montrer que pour 
tout affinoïde ouvert Y contenu dans on a Y S J'. 
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Par hypothèse il existe un affinoïde fermé I É J contenu dans Y. Soient 
Bi,...,Bk les composantes de F 1 K \X. Alors C = {Y, B±, . . . , B^\ est un 
recouvrement fini de P^ par affinoïdes ouverts. Le Lemme 13.41 implique qu'au 
moins l'un des éléments de C appartient à Mais, comme X £ aucune des 
boules Bi n'appartient à 5". Comme S' C 5 aucune des boules Bi n'appartient 
à Ç et alors le Lemme l3~H implique qu'on a Y G Ceci termine la preuve du 
lemme. □ 

Lemme 4-4- — Soit 25 une collection d'affinoïdes ouverts, décrite à partir 
d'une boule fermée (resp. irrationnelle) B de K, comme dans la partie 1 
(resp. 2) de la proposition, ou soit 25 une suite décroissante de boules de K 
dont l'intersection est vide. Alors 25 est une base d'un filtre de Cauchy minimal 
qui n'est pas convergent. 

Démonstration. — Il est facile de voir que toute intersection finie d'éléments 
de 25 contient un élément de 25. Par conséquent 25 engendre un filtre, qu'on 
note par Comme l'intersection des éléments de 25 est vide, le filtre Ç n'est 
pas convergent. Il est facile de voir que 25, et donc vérifie la propriété 
décrite dans le Lemme 14.31 II suffit alors de montrer que le filtre $ est de 
Cauchy. D'après le Lemme 13.41 il faut montrer que Ç contient un élément de 
chaque recouvrement dans C 
Soit alors C S £. Il y a trois cas. 

1. 25 est définie à partir d'une boule fermée B. Après changement de coordonnée 
affine, on suppose B = Ok = {\z\ < 1}. Comme par hypothèse le corps 
résiduel de K est infini, il existe un élément y de C qui rencontre au moins 2 
classes résiduelles. Chaque composante de P^\Y est alors, soit disjointe de Ok, 
soit contenue dans Ok- En particulier il existe r' > 1 tel que {1 < \z\ < r'} C 
Y. On désigne par B\, . . . , B^ les composantes de \ Y contenues dans Ok- 
Comme Y rencontre au moins 2 classes résiduelles, on a max{diam(i? :) ')} < 1. 
On choisit r G (max{diam(5j)}, 1) et pour chaque j = 1, . . . , k on choisit un 
point CLj € Bj. Alors l'affinoïde ouvert {z G K \ r < min{|z — a,j\} < r'} est un 
élément de 25 contenu dans Y. Il s'en suit que Y G 

2. 25 est définie à partir d'une boule irrationnelle B. Après changement de co- 
ordonnée affine, on suppose que B est de la forme {\z\ < ro}, avec ro g" \K*\. 
Notons que tout affinoïde ouvert contenu dans B (resp. P^ \ B) est contenu 
dans une boule ouverte contenue dans B (resp. ¥ K \ B). Par conséquent il 
existe Y € C qui rencontre B et P^ \ B. Alors il est facile de voir que toute 
composante de P^ \ Y est contenue dans B ou dans ¥ K \ B. Il existe donc 
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r G (0, ro) et r' > ro dans \K*\, tels que la couronne {z G K \ r < \z\ < r'} G 53 
soit contenue dans Y. On a alors Y G g. 

3. 53 est une su/te décroissante de boules de K dont l'intersection est vide. Con- 
sidérons une boule D de P^- quelconque. Si D C if , alors on choisit un point x 
dans -D et sinon, alors on choisit un point x dans K\D. Comme Dsp^s ^ = ® 
il existe une boule I?o £ 53 contenue dans K \ {x}. Il est facile de voir que 
dans ce cas on a Bq C D ou Bq C \ D. 

Considérons maintenant un affinoïde ouvert Y = Hj=i j -^i quelconque. 
Si l'on applique le raisonnement précédent à chacune des boules Di, on conclut 
qu'il existe une boule Bq dans 53 telle que Bq C Y ou telle que £?q C P^ \ Y. 
Il s'en suit qu'il existe Y G C et B G 53 tel que B C Y. On a alors 1" G □ 

Démonstration de la Proposition — La dernière assertion de la proposi- 
tion est donnée par le Lemme 14.41 

L'ensemble D est complètement ordonné par rapport à l'inclusion, car deux 
boules quelconques de K qui s'intersectent sont reliées par l'inclusion. Mon- 
trons maintenant que D n'est pas vide. Comme par hypothèse g n'est pas 
convergent, on a en particulier g ^ oo et par conséquent il existe r > tel que 
{\z\ > r} U {oo} G" Le Lemme ETH entraîne donc que {\z\ < 2 ■ r} G 

Supposons d'abord que l'ensemble B$ est vide et soit 53 une suite 
décroissante de boules dans D dont l'intersection est vide. Le Lemme 14.41 
implique alors que 53 est une base d'un filtre de Cauchy minimal. Ce filtre est 
contenu dans g et par minimalité il est égal à g. H s'en suit que 53 est une 
base de g. 

Supposons maintenant que l'ensemble B$ est non vide. Alors pour chaque 
ao G Bg on a 

B$ = {z G K | \z - a \ < r }, 

pour un certain ro > 0. Comme par hypothèse g n'est pas convergent, on a 
ro > et donc Bg est une boule fermée ou irrationnelle de K. Par le Lemme F4.41 
la collection d'affinoïdes ouverts 53^, décrite dans la partie 1 lorsque ro G \K*\ 
et dans la partie 2 lorsque ro G" \K*\, est une base d'un filtre de Cauchy 
minimal. Pour montrer que 53^ est une base de g, il suffit alors de montrer que 
chaque élément de 53^ appartient à g. Il suffit donc de montrer que pour chaque 
a G i%, chaque r G (0, ro) et chaque r' > ro, la couronne {r < \z — a\ < r'} 
appartient à g". Par définition de ro, la boule {\z — a\ < r'} appartient à g et 
pour chaque p G (0,ro) la boule {\z — a\ < p} n'appartient pas à g. Si l'on 
choisit p G (r, ro) alors, 

{{\z — a\ > r} U {oo}, {\z — a\ < p}} , 
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est un recouvrement de P^ dans C Le Lemme 13.41 implique alors qu'on a 
{\z — a\ > r} U {00} G $ et donc {r < \z — a\ < r'} € Ceci termine la preuve 
de la proposition. □ 

4.5. Caratérisation des filtres de Cauchy minimaux. — 

Corollaire — Un filtre de Cauchy $ est minimal si et seulement si il 
admet une base formée d'affinoïdes ouverts et si tout élément de $ contient 
un affinoïde fermé appartennant à 

Démonstration. — Il est clair que tout filtre convergent satisfait la propriété 
décrite. D'autre part, on voit facilement de la Proposition 14.21 que tout fil- 
tre de Cauchy minimal qui n'est pas convergent satisfait la propriété décrite. 
L'implication inverse est donnée par le Lemme 14.31 □ 

4.6. Lien avec la droite projective de Berkovich. — Par définition, 
l'espace analytique de K au sens de Berkvoich est égal à l'espace de toutes 
les seminormes multiplicatives et continues dans K [T], muni de la plus petite 
topologie que rend toutes ces seminormes continues |Berlj . On obtient l'espace 
analytique de P^ par recollement de deux copies de l'espace analytique de K, 
de la façon usuelle. 

Le lien entre cet espace analytique avec l'espace uniforme qu'on a décrit 
ici, et alors très explicite. Chaque filtre de Cauchy minimal 5 distinct de 00 
définit une semi-norme multiplicative et continue | ■ |g- dans itT[T] 3 par 

IPI» := limlPI . 

S" 

Inversement, toute semi- norme multiplicative de qui n'est pas de la 

forme P 1— > |P(x)| pour un certain point x G K, est de cette forme. De plus, 
l'application 5 l— ► \ ' \d es ^ un homeomorphisme entre \ {00} et l'espace 
analytique de K. 

Notons d'autre part que la description des quatre types de points de P^ 
en § 14 .3| est analogue à la description dans Berl[ p. 5]. Les points de P^ 
sont appelles points de « type (1) » dans BerJ, les points qu'on appelle 
ici « points rationels » correspondent aux points de « type (2) », les points 
« irrationnels » aux points de « type (3) », et les points « singuliers » aux 
points de « type (4) ». 
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5. Géométrie de P X K 

Comme dans la section précédente, on fixe un corps K muni d'une norme 
ultramétrique | • | pour laquelle K est complet et on suppose que le corps 
résiduel de K est infini et que le groupe des valeurs de K n'est pas discret. 



5.1. Boules et amnoïdes de P^. — Etant donnée une boule ouverte ou 
irrationnelle (resp. fermée ou irrationnelle) B de P^-, on appelle B (resp. B) 
boule ouverte (resp. fermée) de P K . Notons que le complémentaire d'une boule 
ouverte (resp. fermée) de est une boule fermée (resp. ouverte) de P K . De 
plus, toute boule ouverte (resp. fermée) de P^ est un ensemble ouvert (resp. 
fermé) de P^ ( Proposition I3.6j) . 

Etant donné un affinoïde ouvert (resp. fermé) Y de P^, on appelle Y (resp. 
Y) affinoïde ouvert (resp. fermé) de P l K . Le lemme ci-dessous implique que 
toute réunion finie avec intersection non vide et toute intersection non vide 
d'afnnoïdes ouverts (resp. fermés) de P l K est un affinoïde ouvert (resp. fermé) 
de P^. En particulier tout affinoïde ouvert (resp. fermé) de P^ s'écrit comme 
une intersection finie non vide de boules ouvertes (resp. fermées) de P l K . 

Notons que tout affinoïde ouvert (resp. fermé) est ouvert (resp. fermé) dans 
P\ (Proposition I3.6j) . De plus, la collection des amnoïdes ouverts de P\ est 
une base de la topologie de P^ (Proposition I3.6|) . 

Lemme 5.1. — Soient Y et Y 1 des affinoïdes ouverts (resp. fermés) de P^-. 
Alors on a 

YTYY' = Y n Y' et YUY' = Y U Y' 



(resp. Y n Y' = Y n Y' et Y U Y' = Y U Y') . 



Démonstration. — A l'aide de la Proposition 13.61 les assertions concernant 
les affinoïdes fermés se déduisent de celles concernant les amnoïdes ouverts. 
Par (j3J il suffit donc de montrer que si Y et Y' sont des amnoïdes ouverts, 
alors on a YUY' C Y U Y 1 . 

Soit J S Y U Y 1 . Il existe alors un affinoïde fermé X € Ç contenu dans 

Y UY' (Corollaire 14. 5|) . Par conséquent, la collection C formée de Y, Y' et 
des boules ouvertes composantes de P^ \X, est un recouvrement fini de P^. 
Le Lemme 13.41 implique donc que Ç contient l'un des éléments de C. Comme 
X € le filtre Ç ne contient aucune composante de P^ \ X ; $ contient alors 

Y ou Y'. □ 
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5.2. Le point de déterminé par une boule de ¥ K . — Rappelons 
que pour un point rationnel ou irrationnel $ de PL, on désigne par B$ la boule 
fermée ou irrationnelle de K déterminée par voir § 14.31 

Soit B une boule de P^ et soit B' = P^ \ B la boule complémentaire. 
Notons qu'on a, soit B C K, soit B' C K. Lorsque B C K (resp. B' C -ftT), 
soit J le point de P^ déterminé par l'unique boule fermée ou irrationnelle de 
K contenant B (resp. B') et du même diamètre que B (resp. B'). Notons que 
si B est ouverte ou fermée (resp. irrationnelle), alors 5 est rationnel (resp. 
irrationnel) . 

De cette façon chaque boule B de P^ détermine un point de P^. Notons que 
deux boules complémentaires déterminent le même point. Le lemme suivant 
est une conséquence immédiate de la Proposition 14.21 

Lemme 5.2. — Soit B une boule de P^ et soit 5 le point de P l K déterminé 
par B. Alors B $ et B rencontre tout élément de 

5.3. Boules de ¥ l K associées à un point de P^. — Soit $ un point 
rationnel ou irrationnel de P^. On dira qu'une boule B de est associée a 
5, si Ç est le point de P^ déterminé par B. On désigne par vr(5) la collection 
de toutes les boules ouvertes ou irrationnelles de associées à 5- Notons que 
lorsque Ç est rationnel (resp. irrationnel) tous les éléments de 7r(30 sont des 
boules ouvertes (resp. irrationnelles) de P^. 

Il facile de voir que la boule B(oo) = ¥ l K \ Bg appartient à vr(J). De plus, 
toute boule appartenant à vr(S') et distincte de B(oo) est contenue dans Bg 
et tout point de B$ est contenu dans l'un des éléments de ir($). La propriété 
ultramétrique implique alors que les éléments de distincts de B(oo) sont 
deux à deux disjoints. On conclut que les éléments de 7r(#) forment une par- 
tition de P^- ; en particulier on a 

Lorsque Ç est irrationnel on a ir^) = {-B^P^ \ Bg}. 

Dans le cas où Bg est la boule unité Ok, les éléments de Tr($) coïncident 
avec les classes résiduelles ; i.e. avec les fibres de la projection de P^ vers P-.. 
On a donc un paramétrage de vr(Ç) par P-.. Lorsque 5 est un point rationnel 
quelconque, on peut se ramener au cas précédent par un changement affine 
de coordonnées. Alors on a un paramétrage de 7r(^) par P-,, qui est unique 
modulo une transformation affine de P^- . 
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5.4. La partition de déterminée par un point. — 

Proposition 5.3. — Soit 5 un point rationnel ou irrationnel de P l K . Alors 
les ensembles de la forme B, avec B G sont disjoints deux à deux et on a 

? X K \ m = n B ^ m B . 

Démonstration. — Comme les éléments de 7r(#) sont disjoints deux à deux, 
les ensembles de la forme B, avec B G vr(^), sont disjoints deux à deux. Par 
le Lemme 15.21 pour chaque B G onaB^S"; c'est-à-dire Ç g" B. Il reste à 
montrer que pour tout point de distinct de ^ il existe B G tt(3) tel que 
B £ï'. Soit Y £ $ un affinoïde ouvert tel que Y G" Par la Proposition 14. 21 il 
est facile de voir qu'il n'y a qu'un nombre fini d'éléments B\, . . . , B n de irfâ) 
qui ne sont pas contenus dans Y. Alors {Y, B\, ... , B n } est un recouvrement 
fini de P^ par d'affmoïdes ouverts. Par conséquent contient l'un des éléments 
de ce recouvrement. Comme Y G" on conclut qu'il existe j = 1, . . . n tel que 
Bj G On a donc G Bj. □ 

5.5. Frontière d'une boule. — Rappelons que pour une partie Y de P^- 
la fermeture topologique y de y est égale à Y, voir § 13.61 

Lemme 5.4- — Soit B une boule de P^ et soit $ le point de P^ déterminée 
par B. Alors on a 

5 G" B et B = B U {£} . 

En particulier l'intérieur de B est égal à B et les ensembles B et B ont la 
même frontière topologique, égale à {$}. 

Démonstration. — Le Lemme IS~21 implique qu'on a B H {5} = et 5 £ B. 

Lorsque la boule B est ouverte ou irrationnelle, la Proposition 15.31 im- 
plique que le complémentaire de B U {#} dans P^- est égal à l'ensemble ouvert 
Ub'67t(5) b'^b B' ■ Dans ce cas on a donc B = B U {$}. 

Lorsque la boule B est fermée, l'ensemble B' = F^\B est une boule ouverte 
et le point de P^ déterminé par B' est Par ce qui précède on a donc 
W = B~'U{$} et la Proposition ETÏÏlirnnlimie qu'on a B = P^S 7 = B\{$}. □ 

5.6. Frontière d'un affinoïde. — 

Lemme 5.5. — Soit Y un affinoïde ouvert ou fermé de P^ et soient 
Bi, . . . , B n les boules de W l K composantes de P]^ \ Y. Pour j = 1, . . . , n on 
désigne par $j le point de P l K déterminé par la boule Bj. Alors on a 

yn{5i,...,3„} = et Y = YU{di,...,dn} ■ 
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En particulier l'intérieur de Y est égal à Y et les ensembles Y et Y ont la 
même frontière topologique, égale à {Çi, • • • , 3n}- 

Démonstration. — Pour chaque j on pose Dj := P^ \ Bj. Alors on a Y = 
D\ fl . . . fi D„ et le Lemme ES implique que Y est disjoint de {Si, . . . , 3n}. 

Lorsque l'affinoïde Y est ouvert, les boules Dj sont ouvertes et les lemmes f5.ll 
et 15,41 impliquent 

Y = DÏn...nD^ = ?u{$ 1 ,...,$ n } . 

Supposons maintenant que l'affinoïde Y est fermé. Alors chacune des boules 
Bj est ouverte et les lemmes 15. Il et IS~D impliquent qu'on a 

\ Y = R[U . . . = {Bi U • • • U B n ) U {Si, ...,$ n } ■ 

La Proposition 13.61 implique alors qu'on a 

Y = (P], \ (B 1 U . . . U B n )) \ {$ u . . . ,$ n } =Y\{Si, ...M- 

Comme les ensembles Y et . . . ,3n} sont disjoints, on obtient l'assertion 
désirée. □ 
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6. L'arbre associé à un espace ultramétrique 

Dans cette section on associe à chaque espace ultramétrique (X, dist) un 
arbre réel séx où X se plonge isométriquement. On pourra consulter [Hug 
ou |Lej pour les propriétés fonctorielles de quelques variantes de cette construc- 
tion. Dans cette section on suit la notation de |R-L51 §§3, 4]. Par simplicité 
on se resteindra au cas des espaces métriques complets. 

6.1. Espace des boules. — Fixons un espace ultramétrique complet 
(X, dist) de diamètre diam(X) G [0, +oo] et posons 

{[0, diam(X)] lorsque diam(X) < +oo, 
[0, +oo) lorsque diam(X) = +oo. 

Considérons la relation d'équivalence ~ sur X x I définie par 

(x,r) ~ (x ,r ) si et seulement si r = r et r > à\st(x,x') , 

voir figure. On désigne par s&x le quotient X x 1/ ~ et pour chaque élément 
(x,r) de X x I on désigne par [x,r] le point de sé^ représenté par (x,r). 




Notons que l'application x \—> [x, 0] de X à stf^ es t une bijection sur son 
image. On identifiera X à son image dans £?x- D'autre part, notons que lorsque 
X est de diamètre fini, l'ensemble X x {diam(X)} est une classe d'équivalence 
de ~. 

Notons que pour chaque (x, r) G X x / l'ensemble 

{w G X | dist («;, a;) < r} 

ne dépend que de la classe d'équivalence de (x,r), i.e. de [x,r] G s/^. On 
notera cet ensemble par Sr X)r i. Notons que lorsque r > cet ensemble est une 
boule de X. 
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Pour [x, r] G g/^ on pose 

diam([x, r}) := r . 
La fonction diam : sé^ — > / ainsi définie s'annule précisément sur X. 

6.2. Ordre partiel — On désigne par =<! l'ordre partiel sur sé^ définie 
par, 



Si l'on pose S = [x,r] et S' = [x',r'], alors les points S et S' sont reliés par 
==! si et seulement si dist(x,a/) < max{r, r'} et dans ce cas on a S ==! S' si et 
seulement si r < r'. En particulier S =4 S' implique diam(<S) < diam(tS'). 

6.3. Fonctions -V - et sup{-, •}. — Notons que pour S = [x, r] et S' = [x f , r'} 
dans £?x> on a 



On notera ce point de sé^ par S V S'. Il est caractérisé comme le plus petit 
point qui est à la fois plus grand que <S et que <S', par rapport à l'ordre partiel 
. D'autre part, on a 



S =4 S' si et seulment si B$ C Bg/ . 



[x, max{r, 



r', dist(x, x')}] = [x', max{r, r' , dist(x, x')}] . 



(5) 



S =s! S' si et seulement si S V S' = S' . 



En particulier, pour chaque point S de sé^ on a S V S = S. 
Pour S et S' comme avant on pose, 

sup{5,5'} := diam(SV<S') 

= max{r, r' , dist(x, x')} . 



Notons qu'on a 



max{diam(5), diam(tS')} < sup{5,5'} 



et pour Sq,Si G si\ 



Xi 



(6) 



sup{5o,5i} < max{sup{5o) <5}, sup{5, . 



Notons finalement qu'on a sup{<S,<S} = diam(iS). 
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6.4. Segments. — Etant donnés S = [x,r], S' = [x',r'] G on pose, 

[S, S'} := {S G | S 4 S 4 S V S' ou S' 4 S 4 S V S'} 
= {[x,r"] | r" G [r, max{r, r', dist(x, x')}]} 
U{[x',r"] | r" G [r, max{r, r', dist(x, x')}]} . 
Notons qu'on a [5', 5] = [«S, «S']. On utilisera la notation usuelle d'intervalles : 
[S, S') = (S', S] = [S, S'} \ {S'} et (S, S') = (S', S) = [S, S') \ {S}. 

De plus on dira qu'un point S de es t entre deux points distincts S et S' de 
s^x si 5 G (S, S'), et on dira qu'une partie de sé^ est convexe si et seulement 
si pour toute paire de points S et <S' appartenant à cet ensemble, le segment 
[S, S'] appartient à cet ensemble. 

Soient S = [x,r] et S' = [x',r'] dans s^x- Alors il est facile de voir que 
l'ensemble [5,5'] est l'union disjointe de S V S' et des ensembles 

[S, S V S') = {[x,r"\ | r" G [r, max{r, r', dist(x, x')})} , 

[S', S W S') = {[x',r"] | r" G [/, max{r, r', dist(x, x')})} . 

D'autre part, notons que la fonction diam induit une bijection croissante en- 
tre [S, S V S'} (resp. [5',5V5']) et l'intervalle [diam(S), sup{5, S'}} (resp. 
[diam(5'),sup{5,5'}]) de R. 

6.5. Distance <5. — Etant donné deux points S = [x,r] et S' = [x',r'] de 
on pose 

6(S,S') := sup{5,5'} - ±(diam(S) + diam(S')) 
= max{r, r', dist(x, x')} — + r') . 

On vérifie aisément que 5 définit une distance sur qui conïncide avec la 
distance dist sur X. 

Notons que pour chaque x G X la fonction r i— > [x, ^r] induit une isométrie 
entre I C M et son image dans Par conséquent, lorsque S = [x,r] et 

S' = [x', r'] sont des points de si^ tels Q ue «5 ^ 5', alors on a 5' = [x, r'] et 

ô(S,S') = |(diam(5') - diam(S)) , 

et la fonction ^ diam induit une isométrie entre [S, S'] et l'intervalle 
[i diam(S), \ diam(5')] de R. 

En général, pour chaque S, S' G sé^ l'ensemble [S, S V«S'] (resp. [<S',«S V«S']) 
est isométrique à un intervalle de R de longueur 

5(S, S V «S') = i(sup{5, 5'} - diam(S)) 
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(resp. 6(S', S V S') = ±(sup{«S, S'} - diam(S'))) , 

et l'ensemble [S, S'] = [S, S V S'] U [S', S V S'] est isométrique à un intervalle 
de E de longueur 

6(S, S V «S') + 5(5', 5 V 5') = -5(5, 5') . 

On a montré ainsi que pour chaque paire de points S et S' de «2^, l'ensemble 
[S, S'] est un arc topologique joignant S et 5' et que [S, S'] est isométrique à 
un intervalle de E de longueur ô(S,S'). 

6.6. Complétion de six- — O n désigne par séx la complétion de s^x P ar 
rapport à la distance ô et on désigne aussi par ô l'extension de 5 à six- 

L'inégalité 

diam(S) - diam(5')| < 2Ô(S,S') , 

valable pour tout S et S' dans six, implique que la fonction diam s'étend 
continuement à six- On désigne cette extension aussi par diam. 

Lemme 6.1. — La fonction diam : six E s'annule précisément sur X. 

Démonstration. — La fonction diam s'annule sur X. D'autre part, soit S € 
six tel que diam(S) = et soit {[x n ,r n ]} n >o une suite de Cauchy dans six 
convergent vers S. On a donc r n = diam(<S n ) — > lorsque n — > oo et par 
conséquent {x n } n >o converge vers S lorsque n — > oo. Comme l'inclusion de X 
dans est isométrique et comme X est complet, on conclut que S € X. □ 

6.7. Extension des fonctions • V • et sup{-,-}. — Le lemme ci-dessous 
implique que les fonctions • V • et sup{-, •} = diam(- V •) s'étendent de façon 
continue à six x six- Les propriétés et les notations décrites aux paragraphes 
précédents s'étendent par continuité à six- 

Notons que pour <S,<S' G six l'identité 

2Ô(S, S\/S')= sup{5, S'} - diam(S) 
implique qu'on a diam(5) < sup{5,5'}, avec égalité si et seulement si S = 

svs'. 

Lemme 6.2. — Pour S,Sq,S\ G six on a 

5{S V5 ,5 V5i) < 5{Sq,S 1 ) . 
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Démonstration. — Posons iS = [x,r] et <Sj = [x{,ri\. Alors, 

25(S V «So, «S V «Si) = 2 max{r, r , r\, dist(x, xq), dist(x, xi)} 

— max{r, ro, dist(x, xo)} — max{r, ri, dist(x, xi)} 

< |max{ro, dist(x, xq)} — ruaxjri, dist(x, x\)}\ . 

Sans perte de généralité on suppose qu'on a 

maxjro, dist(x, xo)} > maxjri, dist(x, xi)}. 

Dans le cas ro > dist(x,xo), on a 

maxjro, dist(x, xq)} — max{ri, dist(x, xi)} < ro — r\ < 2<5(«So,«Si) . 

On se ramène donc au cas dist(x, xo) > ro ; on a alors 

dist(x,xo) = maxjro, dist(x, xo)} > maxjri, dist(x, xi)} . 

Si dist(x,xi) = dist(x,xo) alors il n'y a rien à montrer; on suppose donc que 
dist(x,xi) < dist(x,xo). Alors dist(xo,xi) = dist(x,xo) > max{ro,ri} d'où, 

25(«S , «Si) = 2dist(x , xi) - r - n 

> dist(x, xo) — maxjri, dist(x, xi)} = 25(«S V «So, «S V «Si) . 

□ 

6.8. Structure d'arbre. — Rappelons qu'un espace métrique {s? , d) est 
un arbre réel si pour chaque paire de points a et a' dans $tf il existe un et un 
seul arc topologique joignant a et a' et que cet arc topologique est isométrique 
à un intervalle de R de longuer d(a,a'). 

Proposition 6.3. — Chacun des espaces métriques et (&fx,ô) est un 

arbre réel. 

La preuve de cette proposition est ci-dessous. On utilisera la notation usuelle 
d'intervalles pour désigner les arcs topologiques dans g/x, de la même façon 
comme on a fait pour s^^i vorr S 16.41 Une des conséquences de cette proposition 
est qu'une partie de s/^ (resp. s^x) est connexe si et seulement si elle est 
convexe. En particulier, toute intersection d'ensembles connexes est connexe. 

La preuve de la proposition s'appuit sur le lemme suivant. 

Lemme 6.4- — Soit Sq = [oo, ro] un point de e ^ so ^ 7 : [A 1] ~> ^x une 
fonction continue telle que 7(0) ^ «So et telle que pour chaque t € [0, 1] on ait 
diam(7(t)) < ro- Alors pour tout t G [0,1] on a j(t) =^ «So avec égalité si et 
seulement si diam(7(t)) = ro- 
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Démonstration. — Etant donné a G X et r > soit 

m~{a,r) = {[a,r] G [ max{dist(a, a'), r'} < r} . 

Comme max{dist(a, a'), r'} = sup{[a', r'], a} et la fonction sup{-,-} est con- 
tinue, l'ensemble ëê~ (a, r) est ouvert dans 

Etant donné r > ro et a, a' G X, les ensembles (a,r), 3§~ (a' ,r) sont 
soit égaux, soit disjoints. Comme pour tout r > ro le point Sq appartient à 
&~(ao,r), on conclut que 7([0, 1]) C 3§~(ao,r) et que 

7 ([o,i])c p| 38- m = {S e^i\ s ^s ] . 

r>ro 

Pour chaque t G [0,1] on a donc 2<5(7(i), 5 ) = r o — diam(7(t)) et par 
conséquent on a 7(t) = 5q si et seulement si diam(7(f)) = tq. □ 



Démonstration de la proposition. — Comme la complétion d'un arbre réel est 
aussi un arbre réel, il suffit de montrer que {^x, S) est un arbre réel. Pour cela, 
il reste à montrer que pour chaque paire de points 5 = [x, r},S' = [x', r'] G s/^, 
l'ensemble [5,5'] est le seul arc topologique joignant 5 et 5'. Soit 7 : [0, 1] — > 
une fonction continue et injective telle que 7(0) = <S et 7(1) = 5'. 
On montrera d'abord que 

p = sup{diam(7(t)) | t G [0,1]} > sup{5,5'} . 

En effet, le lemme précédent implique que pour chaque t G [0, 1] on a ^(t) ^ 
[x,p\. On a donc 5' ^ [x,p] et par conséquent p > max{r, r', dist(x, x')} = 
sup{5, 5'}. 

Il reste à montrer que 7([0, 1]) = [5,5']. Comme 7 est injective, il suffit 
de montrer que pour tout [20, ro] £ [5,5'] il existe tç, G [0, 1] tel que 7(^0) = 
[xo,to]. On se ramène au cas où [20^0] £ [5,5 V 5'] ; c'est à dire qu'on peut 
supposer xq = x et qu'on a ro G [r, sup{5, 5'}]. Alors l'infimum 

t = M{t G [0, 1] | diam(7(i)) > r }, 

est bien défini et le lemme précédent implique qu'on a 7(^0) = [£o>ro]. □ 

6.9. L'ordre partiel =^ sur s/x- — On prend la propriété (J5J), valable sur 
s^xi P° ur étendre l'ordre partiel ^ à séx '■ pour deux points 5 et 5' de six on 
définit 5 ^ 5' si et seulement si 5 V 5' = 5'. La transitivité de ^ est donnée 
par la partie 2 du lemme suivant. 
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Notons que S ^ S' implique ô(S,S') = ^(diam(<S') — diam(<S)) et par 
conséquent dans ce cas on a diam(<S) < diam(<S') avec égalité si et seulement 
si S = S'. 

Lemme 6.5. — Soient S, S' G srfx tels que S =^ S'. Alors on a les propriétés 
suivantes. 

1. Pour S G s^x tel que sup{<S,<S} < diam(iS') on a S ^ S' . 

2. Pour S" G e/ x tel que S" )? S', on a S" )? S' . 

Démonstration. — 

1. On a 

diam(<S') < sup{5,5'} < max{sup{5, S}, sup{<S, <S'}} < diam(<S') . 

C'est à dire qu'on a 5(S',SVS') = sup{5, S'} -diam(S') = et donc S V«S' = 
S'. Par conséquent on a S ==! S' par définition de =<!. 

2. Notons qu'on a 

sup{5,5'} = diam(5v5') = diam(S') < sup{5',5"} = diam(S") . 
Comme par hypothèse S" S', la partie 1 implique qu'on a S" )p S. □ 

6.10. Propriétés de l'ordre partiel =<:. — L'objectif de cette section est 
de montrer la proposition suivante. 

Proposition 6.6. — Pour S et S' dans s^x quelconques on a les propriétés 
suivantes. 

1 . Le point S V S' est le plus petit point de g/ x qui est à la fois plus grand 
que S et que S' . 

2. Le segment géodésique [S, S'} de <s/ x joignant S à S' est égal à l'ensemble 

{S G s/ x \S ^ S 5 V S' ou S' ^ S 4 S V S'} . 

3. Si S' >p S et S + S', alors S' G s/$. 

4. Si les points S et S' sont distincts, alors on a S V S' G s^x- 

La démonstration de cette proposition s'appui sur le lemme suivante. 

Lemme 6. 7. — Pour un point S de s^x on a les propriétés suivantes. 

1. Pour chaque r G / satisfaisant r > diam(<S) il existe un unique point 
5(r) de aix tel que S(r) ^ S et diam(<S(r)) = r. Lorsque r > diam(5) on a 
S(r) G 



DROITE PROJECTIVE DE BERKOVICH 



33 



2. L'ensemble {S(r) € -s^x \ r E I,r > diam(iS)} est complètement ordonné 
par rapport à l'ordre partiel =^ et la fonction \ diam induit une isométrie crois- 
sante entre cet ensemble et l'intervalle {r £ 7 | r > ^diam(tS)} de R. 

Démonstration. — 

1. Pour montrer l'unicité, soient S' et <S" des points de séx tels que S' S, 
S" S et r := diam(S') = diam(«S"). Alors 

r < sup{5',5"} < max{sup{5', S}, sup{5, S"}} = r , 

d'où S' = S' V S" = S". 

Montrons maintenant l'existence de S(r). Lorsque r = diam(5) le point 
point S satisfait les propriétés désirées. On se ramène alors au cas r > diam(<S). 
Alors il existe un point [x', r'] de si^ tel que sup{<S, [a/, r']} < r. On a donc 
r' < r et la partie 1 du Lemme 16.51 implique qu'on a S =4 [x',r]. On a montré 
donc que le point [x', r] G sf^ satisfait les propriétés désirées. 

Il s'en suit de la preuve que lorsque r > 0, on a 

2. Etant donnés r,r' tels que r' > r > diam(<S), on a 

sup{<S(r), S(r')} < max{sup{5(r), S}, sup{<S, <S(r')}} = r' , 

et alors la partie 1 du Lemme 16.51 implique qu'on a S(r) =4 <5(r'). La dernière 
assertion de la proposition suit du fait que pour chaque paire de points S et 
S' de s^x tels que S ^ S', on a ô(S,S') = ^(diam(5') — diam(iS)). □ 

Démonstration de la Proposition \6. Œ — 

1. Lorsque S et S' sont des points de sé^ u es t facile de voir qu'on a S V (S V 
S') = S y S' . Par continuité cette identité est aussi valable lorsque S et S' sont 
des points de s^x- On a donc S =^ S V S' et par symétrie S' ^4 S V S'. Pour 
montrer que S V <S' est le plus petit point satisfaisant ces propriétés, par le 
Lemme 16.71 il suffit de montrer que si S est un point tel que S ^ S et S' =4 <S, 
alors diam(tS) > sup{5,5'}. En effet, dans ce cas on a 

sup{5,5'} < max{sup{5, iS}, sup{iS, 5'}} = diam(5) . 

2. Le Lemme 16.71 implique que l'ensemble {S =<: S =4 S V S'} (resp. {S' =<: 
S =4 <S V 5'}) est un arc topologique joignant S et S V 5' (resp. 5' et 5 V 5'). 
D'autre part, la partie 1 implique que l'intersection de ces arcs consiste du 
point S V S' . Leur réunion est donc le seul arc topologique dans l'arbre réel 
s^x joignant S et S'. 

3. Cette assertion est une conséquence immédiate de la partie 1 du Lemme lïïTFl 



34 



J. RIVERA-LETELIER 



4. On a montre dans la partie 2 qu'on a S =4 5 V S' et <S' =^ S V 5'. Comme 
les points 5 et 5' sont distincts, on a, soit <S ^ S V 5', soit 5'^5V 5'. Alors 
la partie 3 implique qu'on a S V 5' € jz^f. □ 

6.11. Boules de i^x. — Etant donné (x,r) E X x I, l'ensemble 

(7) {S G £$k | sup{x, 5} < r} 

ne dépend que de la classe d'équivalence de (x,r). On notera cet ensemble 
par ^[ Xjr ]. Lorsque r > on appelera cet ensemble boule fermée de g/x et 
l'ensemble 

(8) {S G s^x | sup{x,<S} < r} 

sera appelé boule ouverte de De plus, on dira que le point [x, r] de £/^\X 
est le point déterminé par la boule définie par Q ou (jSJ). Notons que l'appli- 
cation S i— > induit une bijection entre \ X et la collection des boules 
fermées de séx- D'autre part, notons que le point de £/*\X déterminé par une 
boule ouverte & de s$k n'appartient pas à et qu'en général deux boules 
ouvertes de s^x peuvent déterminer le même point de \ X. 

Comme la fonction sup{-,-} est continue sur séx (cf. S I6.7|) . toute boule 
ouverte (resp. fermée) de séx est une partie ouverte (resp. fermée) de s^x- 
Notons d'autre part que l'intersection d'une boule de s^x avec X est une 
boule de X, et que pour chaque S G sé^ on a @ts nl = B$. 

Soit l'ensemble défini par Q (resp. (J7J)). Alors l'inégalité (jïïj) implique 
que pour tout 5' G J on a 

Sê = {S G £/ x | sup{5,5'} < r} (resp. SB = {S G sf x I sup{S,S'} < r}). 

Par conséquent, si deux boules de s^x s'intersectent, alors l'une est contenue 
dans l'autre. 

Lemme 6.8. — Chaque boule de s^x est connexe. 

Démonstration. — Soit £ê une boule ouverte ou fermée de séx et soient S et 
S 1 des points dans M. Il suffit de montrer que pour chaque point S dans [S, S'] 
on a sup{5,5} < sup{5,5'} ou sup{5',(S} < sup{5,5'}. On se ramène au 
cas où S ^ S ^ S V S', cf. partie 2 de la Proposition 16.61 Dans ce cas on a 
sup{5,5} = diam(5) < sup{5,5'}. □ 



DROITE PROJECTIVE DE BERKOVICH 



35 



7. L'arbre associé à un corps ultramétrique 

Soit K un corps muni d'une norme ultramétrique | • |, pour laquelle K 
est complet et à groupe des valeurs non discret. Dans cette section on con- 
sidère l'arbre réel séj£ construit dans la section précédente, lorsque l'espace ul- 
tramétrique (X, dist) est égal à K munit de la distance induite par la norme | • |. 
On considère aussi l'arbre projectivisé &k '■= U {00} muni de la distance 
chordale. 

7.1. L'arbre s^k- — Soient /, diam, . . . comme dans la Seccion |(3 
lorsque l'espace ultramétrique (X, dist) est égal au corps K muni de la 
distance induite par la norme | • |. Notons en particulier que I est l'intervalle 
[0, +00) de R. Comme par hypothèse le groupe des valeurs de K est non 
discret, il est facile de voir que l'appliaction S 1— > B$ induit une bijection 
entre s/^\K et la collection des boules fermées et irrationnelles de K. Notons 
d'autre part que l'intersection d'une boule ouverte (resp. fermée) de s^k 
avec K est une boule ouverte ou irrationnelle (resp. fermée ou irrationnelle) 
de K et que pour chaque boule ouverte ou irrationnelle (resp. fermée ou 
irrationnelle) B de K il existe une unique boule ouverte (resp. fermée) âê 
de sé K telle que Së n K = B. 

7.2. Fonction | • |. — Pour [x,r] G gf^r on pose |[x,r]| := max{|x|,r}. La 
fonction | • | : g/^ ~ > I ainsi définie coïncide avec la norme | • | sur K. L'inégalité 

- («S'il < 2Ô(S,S'), 

valable pour tout <S et S' dans implique que la fonction | • | s'étend 

continûment à s^k- On désigne aussi par | • | cette extension. 

Notons que pour S G s^k on a diam(<S) < |<S|, avec égalité si et seulement 
si «S = [0, Notons d'autre part qu'on a S V = [0, |<S|] et sup{5,0} = 
De plus, si B = {z G K \ \z\ < r} (resp. B = {z G K \ \z\ < r}), alors la boule 
ouverte (resp. fermée) de sé^ correspondante est égale à 

{S € s^k | \S\ < r} (resp. {S G jtf K \ \S\ < r}) . 

7.3. Distance chordale. — On désigne par A la distance sur g/jc qu'on 
obtient lorsqu'on intègre la densité S 1— > max{l, par rapport à la dis- 
tance ô. Comme cette densité est continue, l'espace métrique (<s/k, A) est un 
arbre réel. 
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On vérifie aisément que pour S, S' € s#k on a 



A(S,S') 



sup{<S, S'} 



max{l, |<S|} • max{l, |<S' 



1} 



diam(5) 




diam(iS') 



2 max{l,|5|} 2 



Notons en particulier que la restriction de cette distance à K coïncide avec la 
restriction de la distance chordale de P^ à K. 

Notons d'autre part que pour chaque r > 1 et chaque paire de points S, S' 



(on s'appuit ici sur le fait que la boule B r de &/k est connexe, cf. S I6.11|) , On 
conclut en particulier que les distances A et ô induisent la même topologie sur 
sé K . 

On désigne par &k la réunion disjointe de s^k et d'un point qu'on désigne 
par oo. On idéntifie alors la partie K U {oo} de &k à . 

Proposition 7.1. — La distance A sur séj^ s'étend en une distance sur 
= U {oo}, encore notée A, pour laquelle (&k,A) est un arbre réel 
complet. De plus, la restriction de A à P^ coïncide avec la distance chordale 



Démonstration. — Par @, toute suite de Cauchy {5j}j>o dans (i^,A) qui 
n'est pas convergente satisfait \Si\ — > oo lorsque i — ► oo. Comme le diamètre 
de srfjt \ B r par rapport à A est égal à max{l, r}~ , toutes les suites de 
Cauchy dans s#k qui ne sont pas convergentes, sont équivalentes. On peut 
alors identifier la complétion de s^k par rapport à A avec l'ensemble 2?k = 
s^k U H s'en suit que la distance A s'étend à &k et que £?k est un 

arbre réel complet par rapport à cette distance (on s'appuit ici sur le fait que 
la complétion d'un arbre réel est aussi un arbre réel). 

Comme la restriction de la distance A sur s4k à K coïncide avec la distance 
chordale et comme P^ est complét par rapport à la distance chordale, on 
conclut que la restriction de la distance A sur = U {oo} à P^ = 
K U {oo} coïncide avec la distance chordale. □ 

Remarque 7.2. — Il est facile de voir que l'arbre réel (^x>A) est 
isométrique à l'arbre =a^ P i >A ), définie dans la Section H3 lorsque l'espace 
ultramétrique (X, dist) est égal à (P^,A). 




de P 
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7.4. Extension des fonctions diam, | • |, • V -, sup{-,-} et — On 
notera par K := lu {±00} la droite réelle achevée. On étend les fonctions 
diam, | • | : s^k -> t en fonctions définies sur = U {00} et prenant 
valeurs dans M, par 

diam(oo) = |oo| = +00 . 

D'autre part, on étend les fonctions • V • : s^k x - » et sup{-,-} : 
x s^K — > R en fonctions définies sur J^r- x &k à valeurs dans 2?k et R, 
respectivement, par 

• V 00 = 00 V • = 00 et sup{-, 00} = supjoo, •} = +00 . 

Notons que la fonction diam est discontinue en 00 et que la fonction sup{-, •} 
est discontinue en chaque point de la forme (00, •) ou (•, 00). 

Lemme 7.3. — La fonction \ ■ \ est continue sur &k et la fonction • V • est 
continue sur &>k x &k- 

Démonstration. — La formule A («S, 00) = max{l, , valable pour tout 

point S dans s^k-, implique que la fonction | • | est continue en 00 et donc 
sur &k- La continuité de - V- est alors une conséquence de l'identité |<SV«S'| = 
max{|<S|, |<S'|}, valable pour tout S et <S' dans □ 

On étend la relation ^ à un relation définie sur &k P ar • 00. Il est facile 
de voir que ^ est une relation d'ordre partiel défini sur £?k- Dans le lemme 
suivant on démontre que la partie 2 de la Proposition 16,61 s'étend à S?k- On 
vérifie sans problème que les parties 1, 3 et 4 de la Proposition 16 .61 sont encore 
valables lorsqu'on remplace s$k par et par := stf^ U {00}. On 
conclut en particulier que pour chaque paire de points distincts iS,iS' G &k 
l'ensemble (S,S r ) est contenu dans 

Lemme 7.4- — Pour chaque paire de points S et S' dans on a 
[S,S'} = {S G & K \S 4 S ^ S V «S' ou S' 4 S 4 S V S'} . 
En particulier on a [S, 00] = {S G £Pk \ S 4 

Démonstration. — Le cas où S et S' appartiennent à s^k est donné par la 
partie 2 de la Proposition ^. 61 On se ramène alors au cas S' = 00. Le Lemme fo. 71 
implique que l'ensemble 

{S G & K | S 4 S) = {S G sf K | S 4 S} U {00} 

est un arc topologique dans &k joignant S et 00. Cet ensemble est donc égal 
à [S, 00]. □ 
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7.5. Boules de 3?k- — Une boule ouverte (resp. fermée) de 3?k est soit 
une boule ouverte (resp. fermée) de s^k, soit le complémentaire dans 3?k 
d'une boule fermée (resp. ouverte) de s^k- Toute boule ouverte (resp. fermée) 
de S?k est une partie ouverte (resp. fermée) de 

Rappelons que chaque boule de s^k détermine un point de sf^\K f§ lt5.11[) . 
Lorsque 3S est une boule de 3?k qui n'est pas une boule de s^k, alors l'ensem- 
ble 3ë' := S?k \ 3ë est une boule de s^k et on dit que le point de s/^ \ K 
déterminé par 3ê' est le point déterminé par la boule 3ê. De cette façon chaque 
boule de S?k détermine un point de gf]^ \ K. Notons que le point de g/^ \ K 
déterminé par une boule ouverte 38 de SPk, n'appartient pas à 38. 

Lorsque 38 est une boule ouverte (resp. fermée) de l'ensemble JflP^ 
est une boule ouverte ou irrationnelle (resp. fermée ou irrationnelle) de P^. 
Inversement, à chaque boule ouverte ou irrationnelle (resp. fermée ou irra- 
tionnelle) B de ¥ l K correspond une unique boule ouverte (resp. fermée) 38 de 
@> K telle que 38 n P^ = B. 

Proposition 7.5. — 

1. Chaque boule de &k est connexe. 

2. Pour chaque boule 38 de 3?k, l'ensemble 38 R = 38 n &>\ est dense 
dans 38 R . 

3. Soit 38 une boule ouverte de et soit S le point de 3P\ \K déterminé 
par 38. Alors pour chaque S', S" G 38 il existe S € 38 tel que 

[s',s)n[s",s) = \s,s). 

En particulier les segments (S', S) et (S", S) s'intersectent. 
Démonstration. — 

1. Soit 38 une boule de s^k- Comme on a déjà montré que les boules de 
s^K sont connexes (cf. § I6.11|) . il suffit de montrer que le complémentaire 
de 38 dans 3?k est connexe. Par § 16.41 il suffit donc de montrer que pour 
tout point iS dans S?k \ 38 et tout point <S' de 3?k tel que 5 ^ 5', on a 
S 1 € 3?k \ 38. Pour montrer cette dernière assertion, soit Sq un point dans 38. 
Lorsque diam(«S') > sup{5o,5} on a sup{<So,5'} > sup{«So,«S} et lorsque 
diam(tS') < sup{5o,«S} on a 

sup{5o,5} < max{sup{5o, S'}, sup{<S', S}} = sup{<So,5'} . 

Dans tous les cas on a donc sup{<So, <S'} > sup{5o, S} et par conséquent S 38 
implique S' 38. Ceci termine la preuve de la partie 1. 
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2. Soit 5 £ f quelconque et choisisons S' € Së distinct de S. Comme Sê est 
connexe, on a [5,5'] C 3ê et comme {S, S') C on conclut que (S, S') C 
& R (§ 17.4)1 . Par conséquent 5 est contenu dans la fermeture topologique de 
(5,5') C Comme <S est un point arbitraire de âë, on conclut que ^ R est 
dense dans 9ê. 

3. Comme £?k est un arbre réel l'intersection [5,5'] n [<S',«S"] D [«S", «S] est 
réduite à un unique point qu'on note par <S. L'assertion désirée est alors une 
conséquence inmédiate du fait que S G [S', S"] C 9ê et du fait que S £ 3$. □ 
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8. Topologie fine de P^ 

Rappelons que l'application S \—* B$ induit une bijection entre stf^ \ K et 
la collection des boules fermées et irrationnelles de K, voir § 16,11 

Théorème 1. — Soit i : \ K — > P^- V application dont l'image d'un 
point S est égale à l'unique filtre de Cauchy minimal $ dans P^- satisfaisant 
B$ = B$. Alors on a les propriétés suivantes. 

1. L'application i s'étend à une bijection uniformément continue de 
A) à l'espace uniforme P l K ; on note cette extension encore par i. 

2. Pour chaque boule ouverte ou irrationnelle (resp. fermée ou irrationnelle) 
B de f K , l'image par i de la boule ouverte (resp. fermée) de £?k correspon- 
dante à B est égale à la boule ouverte (resp. fermée) de P l K correspondante 
à B. 

On repousse la démonstration de ce théorème au paragraphe § 18,11 On 
identifie &k et P\ par la bijection i donnée par le théorème. De la même 
façon comme on a fait pour S^k-, on utilisera la notation usuelle d'intervalles 
pour désigner les arcs dans P^. On appellera topologie faible la topologie 
originale de P^ et on appellera topologie fine la topologie sur P^ induite par 
celle de S^k- 

Corollaire 8.1. — Toute boule de P\ est connexe par rapport à la topologie 
faible et par rapport à la topologie fine. La frontière par rapport à la topologie 
fine (resp. faible) d'une boule de P^, est égale au point de P^ déterminé par 
cette boule. 

Démonstration. — Comme les boules de sont connexes (Proposition ESJ), 
le théorème précédent implique que les boules de P^- sont connexes. En vue du 
Lemme l5,4| la deuxième assertion est une conséquence immédiate du théorème. 

□ 

Corollaire 8.2. — Pour un point S de P\ on a les propriétés suivantes. 

1. Lorsque S est rationnel ou irrationnel, les composantes connexes de P^\ 
{S} sont les boules ouvertes de la forme B, avec B € vr(<S). 

2. Lorsque S est singulier ou appartient à P^, l'ensemble P^ \ {S} est 
connexe. 

Démonstration. — 

1. Par la Proposition 15.31 la collection {B \ B € vr(5)} forme une partition de 
\ Comme pour chaque B € vr(5) l'ensemble B est ouvert et connexe, 
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on conclut que cette partition est la partition de \ {S} en composantes 
connexes. 

2. Lorsque S est un point de P^ ou un point singulier, on peut trouver une 
suite décroissante de boules ouvertes {B n } n >o de P^, telle que f]n>o ^ n = 
(cf. Proposition ^, 2j) . Alors pour chaque entier n > 0, l'ensemble D n = P^\B n 
est une boule fermée de et {D n }n>o est une suite d'ensembles connexes tel 
qu'on a P\ \ {S} = \J n>Q D n . On conclut que P^- \ {S} est connexe. □ 

Corollaire 8.3. — La topologie faible et la topologie fine induisent la même 
topologie sur chaque segment géodésique de P^. Par conséquent, pour une 
partie V de P X K les propriétés suivantes sont équivalentes. 

1. V est convexe. 

2. V est connexe par rapport à la topologie fine. 

3. V est connexe par rapport à la topologie faible. 

En particulier toute partie connexe de P^ est connexe par arcs et toute inter- 
section de parties connexes de P^ est connexe. 

Démonstration. — Soit £ un segement géodésique de P^. Avec la topologie 
fine, £ est homéomorphe à un intervalle de M (cf. § 17. 3j) . Il suffit alors de 
montrer que pour tout point S de £ qui n'est pas une extrémité de £, chacune 
des composantes connexes de £ \ {S} par rapport à la topologie fine est un 
ouvert dans £ par rapport à la topologie faible. 

Soit alors S G £ un point qui ne soit pas une extrémité de £. Alors £ \ {S} 
possède 2 composantes connexes, qu'on désigne par £' et £". Comme S n'est 
pas une extrémité de £, il s'en suit que S est un point rationnel ou irrationel de 
P^ (voir S I7.4|) . Le Corollaire 18 . 21 implique alors qu'il existe une boule B' (resp. 
B") G tt(5) telle que £' C B' (resp. £" C B"). La partie 3 de la Proposition 1731 
implique alors que B 1 ^ B". On conclut donc que £' = £nB' et que £" = £nB". 
Comme chacune B' et B" sont des parties ouvertes de P^ par rapport à la 
topologie fine, on obtient l'assertion désirée. □ 

8.1. Démonstration du Théorème ^ — Soit l : sé^ \ K — » P l K comme 
dans l'énoncé du Théorème ^ On étend i à = saf^ U {oo} par l(oo) = oo, 
de telle façon que i induise l'identité sur P^. 

La démonstration du Théorème ^s'appuit sur le lemme suivant. Rappelons 
que si B est une boule fermée ou irrationnelle (resp. ouverte ou irrationnelle) 
de P^, alors B (resp. B) est une boule fermée (resp. ouverte) de P^ , voir S 15.11 
De plus, rappelons que pour une boule ^ de 2?k on pose ^ R = M n 8?\. 
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Lemme 8.4- — Soit SB une boule ouverte (resp. fermée) de et soit B 
Sê n la boule de correspondante. Alors on a 

r\B) = & R (resp. r l (Ë) = SB R ) . 



Démonstration. — On se ramène au cas où SB ne contient pas oo. Alors B est 
une boule de K. 

Supposons d'abord que la boule SB est ouverte. Soient ao G K et ro > tels 
que B = {\z — ao\ < ro}. Il est facile de voir que pour [a, r] G -sé^ on a 

sup{[a, r], ao} = max{|a — ao|, ro} < r 

si et seulement si -B[ a ,r] = {z £ K \ \z — a\ < r} C B . Cette dernière propriété 
est équivalente à ce que B appartient au filtre de Cauchy minimal t([z,r]) i.e. 
t([z,r]) G B. On a donc r x {B) =Së^S»\. 

Supposons maintenant que la boule SB est fermée. Soient ao G K et ro > 
tels que B = {\z — o,q\ < ro}. Alors il est facile de voir que pour [a, r] G stf^ 
on a 

sup{[z, r], ao} = max{|a — ao|i r o} — r 
si et seulement si -B[ a ,r] C -B. Cette dernière propriété est équivalente à ce que 
B rencontre tout élément de t([z, r]) i.e. i([z, r]) G B. On a donc = 

^n^f. □ 

Démonstration du ThéorèmeUl — Comme les affinoïdes ouverts forment une 
base pour la topologie de (§ 15. lj) . le Lemme E31 implique que l'application 
i : — > est continue. 

1.1. t est uniformément continue. Pour montrer que l'application t : — > P^ 
est uniformément continue il suffit de montrer que pour chaque recouvrement 
C G £ il existe e > tel qu'on ait la propriété suivante. Pour toute paire de 
points S, S' G &\ tel que A(«S, S') < e, il existe Y G C tel qu'on ait S, S' G Y. 

Notons que la partie dC = IJygc ^ e es ^ un ensemble fini de points 
rationnels (cf. Lemme 15 .6(1 . Etant donné Ç G <9C soit G C tel que # G Yjj. 
Comme l'application t est continue, il existe e($) > tel que l'image par t de 
l'ensemble 

{S'eS»%\ Air^S 1 ) <€($)} 

soit contenue dans Yg. On pose e = minage s(3). 

Soient S, S' G tels que A(S,S') < e et soit y G C tel que G Y. 
On se ramené au cas où i(S') g" Y. Comme l'ensemble [S, S'] C est 
connexe, on conclut qu'il existe un point So G [5,5'] tel que l(So) appartient 
à dY ; on pose $ = l(Sq). Comme A(Sq, S), A(Sq, S') < e < on conclut 
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que l(S),l(S') G Yg. Ceci termine la démonstration que l'application i est 
uniformément continue. 

1.2. i s'étend à une bijection uniformément continue de S?k à P^. Comme 
l : — ► P^- est uniformément continue, elle s'étend à une fonction uni- 
formément continue de à P^, voir |Boul II, § 3, Proposition 15]. On 
notera cette extension aussi par i. Il reste à montrer que t est une bijection. 

Pour montrer que i est surjective, soit Ç un point singulier de V X K . Pour 
chaque r > diam(£>j), soit B r la boule fermée ou irrationnelle de K de 
diamètre r appartenant à et soit 3r (resp. S r ) le point de P^ (resp. stf^) cor- 
respondant. Il est facile de voir que SV converge vers Ç lorsque r — > diam(5 r ). 
D'autre part, notons que la collection {-Br]»diam(B^) est complètement or- 
donnée par rapport à l'inclusion (Proposition ^. 2(1 et que l'application p \— > S2 P 
est une isométrie croissante entre {p G R | p > \ diam(Sj)} et son image dans 
sé^. Par conséquent S r converge vers un point S de sé^ lorsque r — > diam^j). 
Par continuité de t on a = 

Pour montrer que i est injective, soient S, S' G distincts. Pour chaque 
r G [diam(«S), +oo] (resp. r G [diam(<S'), +oo]) soit S r (resp. S' r ) le point de 
tel que S r )^ S (resp. 5 r )p S') et diam(5 r ) = r. Alors pour r 7^ diam(«S) 
(resp. r 7^ diam(«S')) on a <S r G (resp. S' r G ^Jf-), voir Lemmc lo"Tl 

Supposons d'abord 5 et S' ne sont pas reliés par =<!, de telle façon 
que S V S' soit distinct de S et de S'. Si l'on pose p = sup{<S,<S'}, 
alors on a p > max{diam(<S), diam(<S')} et S p = S' p = S V 5'. Fixons 
ro G (max{diam(<S), diam(«S')}, sup{5, 5'}) et posons 

âê = {S G &k | sup{5, 5} < r }, B = # n V l K , 

Sê' = {S G 3P K | sup{5, 5'} < r } et fî' = J'nPj^. 

Notons que les sous-ensembles -B et B' de P^ sont disjoints. D'autre part, 
pour tout r G (diam(«S), ro] (resp. r G (diam(cS'), ro]) on a iS r G ^H^J^ (resp. 
S' r G ^fl ^f-) et par conséquent on a t(«S r ) G ~B (resp. 5^ G W) (Lemme . 
Par continuité de i on a alors t(«S) G i? et i(«S') G S', d'où t(«S) 7^ t(«S'). 

Supposons maintenant que S et S' sont reliés par On se ramène au cas 
où S =4 S'. On a alors diam(5) < diam(«S') et S' = *Sdiam(S')- De plus le 
Lemme lïïTTl implique que S' G <$^j|. Fixons ro G (diam(<S), diam(<S')) et posons 

Së = {S G &k | sup{5, 5} < r } et B = ^ n P^. 

Comme pour tout r G (diam(«S), ro] on a 5 r G ^n<$^J|, le Lemme E31 implique 
qu'on a t(<S r ) G B. Par continuité de t on a t(«S) G i?. D'autre part, comme 
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S' S$ le Lemme EU implique qu'on a b(S') B. On a donc ^ £(<£'). 
Ceci termine la démonstration du fait que i est une bijection. 
2. Etant donnée une boule Së de ^ , soit B = f nPjc, J'= ^ K \ ^ et 
B' = Sê ! V\^ K . Comme l'ensemble SB 9 * est dense dans SB (partie 2 de la Propo- 
sition EH3), le Lemme fe. 41 et la continuité de i impliquent que l(3§) est contenu 
dans B. Par le même raisonnement on a b(^B') C B' . Quitte à remplacer SB par 
SB' , on se ramène au cas où la boule SB de S?k est ouverte. Soit J le point de P l K 
déterminé par B. On a alors ^ -B et B = BL){$} (Lemme 15. 4j) . Comme l'ap- 
plication b est une bijection le Lemme 18.41 implique qu'on a b^ 1 ^) SB, d'où 
on conclut que b(SB) C B. Comme les ensembles SB et SB' sont complémentaires 
dans &k et les ensembles B et S' sont complémentaires dans PL, on conclut 
que t(#) = -B et t(^) = W. □ 
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